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1. INTRODUCTION 
Le but de ce travail est I’tvaluation de la nieme tpaisseur de la boule 
unite d’un espace de Sobolev pour la norme d’un autre espace de Sobolev. 
Cette notion a CtC introduite par Kolmogorov [7]. 
Dans la premiere partie nous considerons des espaces de Sobolev avec 
poids et generalisons une partie des rtsultats de Birman et Solomjak [3]. 
Le cas hilbertien nous permet de dormer en application le comportement 
asymptotique des valeurs propres d’un operateur elliptique dCg6ntrC qui 
rejoint l’etude faite par Baouendi et Goulaouic [2]. 
Dans la seconde partie nous generalisons les resultats pour les espaces de 
Sobolev d’ordre non entier. 
Dans la troisieme partie on s’interesse a un espace avec deux poids. 
Je remercie Grisvard et Zerner qui m’ont suggere ce travail et dont l’aide 
m’a CtC precieuse. 
II. DEFINITIONS 
1. n-2me Ppaisseur dans un espace vectoriel norme’ 
Soit A une partie dun espace vectoriel norme E, on appelle, selon 
Kolmogorov, nieme Cpaisseur de A dans E le nombre 
oh G,(E) designe l’ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension n de E. 
On a les proprittes suivantes: 
(1) d,,(A, E) est le rayon de la plus petite boule centree a l’origine 
contenant A. 
(2) dn(o4 El = u: . &(A, El (a 3 0). 
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(3) A C B Z- d,(A, E) < d,(B, E). 
(4) &(A, E) = 0 o {II existe un sous-espace vectoriel de dimension IZ 
de E contenant A}. 
(5) La suite ct, est decroissante. De plus, pour que d% z 0 il faut 
et il suffit que A soit precompact. 
THI~OR~ME DE KREIN. Soit E,,, un sowespace de dimension (n + 1) d’un 
espace de Banach E et Un,, la boule unite de E,+1 . Alors 
Le lecteur inttresst pourra trouver la demonstration de ce thtoreme dans 
l’ouvrage de Lorentz [ll]. (Dans le cas hilbertien la demonstration est 
immediate.) 
2. Espaces de Sobolev avec poids 
On notera J le pave ouvert 10 l[” de R”, J = J’ x 10 l[, x = (x’, t) oti 
x’ E W-l. Pour tout multi-indice p = (pr ,..., pm), pi E N, 1 p / = CL, p”i et 
D” == aI p I/aXp ... ax%. 
Pour 1 <p < + co, p E R, L!,(J) est l’espace des (classes de) fonctions 
u: J --f C telles que t-Q E Ly(J). 
k &ant un entier positif, on appelle espace de Sobolev W2.2)(J) l’espace 
des (classes de) fonctions u: J+ C telles que taDUu appartienne a Ln(J) pour 
1 p 1 :< k. C’est un espace de Banach pour la norme 
Avec la modification habituelle si p = +co. i%‘:*“(J) est l’adherence de 
B(J) dans Wf*‘(J). Sur @zVn(.J), (Jf&=n: 11 t”D% l/&J1/” est une norme 
Cquivalente a I/ u iiw~~ cJ) si 01 + I/p $ {I, 2,..., k} [4]. Nous n’utiliserons 
d’ailleurs pas cette propritte. 
&ant don&es deux suites {u,} et (v,} on dit que U, % v, s’il existe deux 
constantes positives A et B telles que Au, < v, < Bu, pour “n assez grand.” 
SE dtsignera la boule unite d’un espace normt E. 
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LEMME III.1 (Pierre Grisvard [6]). Pour 1 <p < + co, k entier positif, 
01 r&eel teI que a: + l/p $ {I, 2,..., k} on a 
PfpyJ) c+ L:-,(J). 
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Demonstration par recurrence 
(1) k =-- I pour u E g(J) on a 
s i’ l dx' 1 tfl--l)" / u(x', r)i" dr 0 
1 -z ^ 
=; J 
, % 






G&bTj” J‘, ;L taIJ / $ u(x’, t)i” dt 
(InCgalitC de Hardy) [19] 
Le cas p = + co se traite de la meme man&e. 
Comme g(J) est dense dans @i*“(J) cette inegalitt se prolonge a J@~*“(J). 
(2) Soit u un Clement de l@“(J). 
U, &/8x, (j = I,..., m - I), au/at sont des elements de @-‘,1’(J) done, 
d’apres l’hypothese de recurrence, de L,P_kiml(J); ce qui implique que u 
appartient a J@~+,(J) 
FpyJ) =+ ~~:~~+l(J) c+ L&(J). 
LEMME III.2 (P. Bolley et J. Camus [4]). four 1 <p :< +w, k entier 
posit& 01 re’el tel que 01 + (l/p) 4 { 1, 2,..., k}, p Gel, l’application 
u t, Pll 
est un isomorphisme de l@,,*‘(J) sur l@:,.:(J). 
Dtmonstration. Posons 
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Ce qui implique que 
D“(h) E L&,(J) pour I p I < k. 
11 est clair que I’application est injective et que la bijection rkiproque 
est l’application u H Pu. 
TH~ORBME III. 1 .l Pour 1 < p < +co, k entier positiji 01 et ,B rPels tels 
gue ai + j3 < k posons d, = d,(S@‘2*p(J), L!@(J)); alors: 
(1) Sin.+p<klm 
d, m n-klllt. 
(2) Si ~11 + /3 = k/m et 01 + (I/p) ${l, 2,..., k} il existe une constante 
positive B telle que 
(3) Si k/m < LY + fi < k 
dn w I1-(k~h+B))/(m-l~ 
Dhonstration. IPrepartie. Nous commenGons par ramener le probllme 
au cas oti 01 et p sont de meme signe sauf pour k/m < a: + /3 < k, /3 < 0 et 
a + (l/p) E {I, L., k). 
(I) cftOetfl>O. 01 + (l/p) < 1 et l’application 
est un isomorphisme simultan6 de mf.p(J) sur l@*“(J) et de L!,(J) sur 
L&,(J); ce qui implique 
d,@&‘:*‘(J), L’,(J)) ;uv d&S*‘“*‘(J), L!&+,,(J)). 
1 V. M. Tinomirov (23) a demontrk pour m = 1 que d,(S@k~m(J); Lm(J)) = n+, 
272 AMAR EL KOLLI 
(2) u 2: 0 et /3 < 0. Si n -fi (l/p) $ {I, 2,..., kj l’application 21:-z tPu 
est un isomorphisme simultant de l@:,“(J) sur I@$(J) et de L!,(J) sur L”(J); 
ce qui implique 
Si cx + (l/p) E {l, 2 ,..., k: et 01 -I- /3 < k/m il existe ly’ et 01” tels que 
a’ < a < an, an + p < k/m, ~1’ -1 (l/p) +(I, 2 ,..., k} et LX” -1 (l/p) $(l, 2 ,..., k). 
Les inclusions 
nous permettent de conclure. 
2Pme partie. Demonstration du theoreme pour CL > 0, p > 0, p < + CO. 
Le cas p = + 03 se traite de la meme maniere. 
(1) Mujoration. Dans toute la demonstration C designe une constante 
positive qui depend de 01, /3, k, p, qui ne sera pas toujours la mCme. 
(1 .a) Soit 6 un nombre reel tel que 0 < 6 < 1. On approche u par 0 
sur le pave J’ X 10 6[. 
Si a: T (l/p) 4 (1, L..., kj, d’apres le lemme III.1 
Alors 
JJ, dx’ Jo’ t-0” / u(x)]” dt = 8l-0~’ JJ, dx’ so1 srii* i u(x’, Ss)P ds 
< iPap dx’ 
1’ J 
*l S(a-“hl / u(x’, &)I” ds 
J’ 0 
-- - p-(a t!3)TJ 
J-,, s 
dx’ ’ t(a-k.)P / u(x’, t)l” dt 
0 
<s kD4ai-N)p 11 u Jjfzmk,Jj 
J;. s 
8 
dxlx-’ trap 1 Us" dt G C . Slca-(n+B)2, /I u Ii& DcJj . (1) 
II 9’ 
Si a + (l/p) ~(1, 2 ,..., kj il existe 01’ > 01 tel que 01’ + (l/p) ${I ,..., k] et 
a: + fi ( 0~’ + ,8 < k. Alors F@zVp(J) c_t l@::“(J) implique 
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Pour E > 0 donne, (1) ou (1’) implique 
(2) 
en prenant 
c . pip-h+B)P = EP si N + (l/p) $U,..., k), 
c . pP-w+i3P = Ej” si 01 + (I/p) E{I,..., k). 
(1.b) On partage maintenant J’ x 16 l[ en cubes d. Sur chaque 
cube d on approche la fonction u par le polynome Pdu de degre (k - 1) 
tel que j4 (D%(x) - D”P,u(x)) dx = 0 pour 1 TV I < k. 
On obtient les cubes d de la man&-e suivante: On divise 16 I[ par des 
points to = 6 < t, < ... < th = 1; si lj = tj -- tj-1 , pour tjpl < t < tj le 
cube A a pour cot6 Ii. 
0 b 
'I +i? 
. . . . . 
'0 





I~-P~u/~t-~*dx’dt<~~ 1 c / Dw(x)I P t”” dx’ dt. A *A iu,=j; 
Alors si on appelle 8 la subdivision de J obtenue et P,- l’optrateur qui, 
a u, fait correspondre 0 pour t < 6, Pou pour x E A 
s 
/e P,uIVB”dx’dt <eB 
soit 
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DPtermination de 1, . 
1 ~ U(X) -~ P,u(x)l” t-“” L1.Y ..< ti”:’ f ; u(s) P&Y)‘~ (IX. 
‘A ‘A 
On utilise l’inegalite de Poincare. Comme sd (U(X) ~- PAu(x)) & = 0 
On applique B nouveau i’inkgalitt de Poincare [21] autant de fois que cela 
est nkessaire et on obtient 
Si 01 + (l/p) $ {l,..., k} posons B priori I, = a . E” ..j’ oh a est une constante 
B choisir 0 = l/(k - (CV + /3)) et y = (a + /3)a. Alors 
tj = 8 ~+- a . E” . C P. 
r-1 
Si 01 + (l/p) E {l,..., k} on remplace CT par 0’ = I/(k - (01’ + /I)). Comme 
6 a E” si 0~ + (l/p) $ {l,..., k) 
cb, P’ mjy+’ = jr0 et 6 m ~l!(~--(~‘+o)) si 01 + (l/p) ~{l,..., k} (01’ > 01), 
et 
1, . tr(a+R)lk iv El'k 
I 3-l Y . 
Soit h tel que 
th-l < 1 = th ) th a 1 = chko, 
soit 
h-k w E. (4) 
* Pour m = 1 on a approche tout Clement de la boule unite de @tsp(J) 
par un sous-espace vectoriel de dimension n = kh et il existe une constante B 
positive telle que 
d,(S@*‘(J), L?,(J)) < B . n-Ic. 
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** Pour m > 1, Cvaluons le nombre n’ de cubes A de la subdivision B 
n' ~ E-(m-l)l(k-(a+/3)) 
si a: -t p c k/m, 
soit 
n' NN 6 -(m-l)/(k-(a+a))-(k-m(a+o))lk[7c--(a+R)l~ E-mlk 
On a approchk tout ClCment de la boule unit6 de I@p(J) par un sous-espace 
vectoriel de dimension 12 = cn’ oti c est la dimension de l’espace vectoriel 
des polyn6mes B m variables de degrt <k - 1. 
et 
si cz f- /3 > k/m, 
soit 
et 
d,(S~~~‘(J), &(.I)) < B . n--(k--(a+8))‘(m-1) 
si 01 $- ,B = k/m, 
Jt j-((na-l)(ni-R))/(k-(nta)) = 
j$ j-l - Jog h 
nt M ,-h-1)/h-(a+&) log h = gnlk log h ~ E-mlk log ,-l/k 




7 R+‘E n 
et 
640/10/3-6 
d,(Sl@~~“(.J), L?,(J)) < B . (-+)“Im. 
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Remarque. Dans certains cas, par exemple pi = 0, p < l/p et m < kp 
ou bien 01 = 0 et m > kp on retrouve des cas particuliers de resultats de 
Birman et Solomjak [3]. 
2. Minoration 
Soit q~ E 9(J). On partage 10 I[ en s sous-intervalles et on obtient une 
partition de Jen sm cubes J1 de c6tC l/s. On definit yz par qz~~(x) = q(sx - Z), 
I = (I1 )... , I,), 0 < Ii < s - 1, i = I,..., HZ. Alors q1 G .9(Jr). 
* Pour 0 < 01 + p < k/m. Soit E,+1 le sous-espace de L!,(J) engendre 
par les fonctions qr . Si y = (rI ,..., ym), I?,,, = {f, = T y&; dim E,,, == 
It$l=.F 
La bottle B, de rayon r = C-Ls-k de E,+1 est done contenue dans la boule 
unite de l@tsP(J). En utilisant le theoreme de Krein et les proprieds de la 
nieme epaisseur, on obtient: 
d&S@*‘(J), L’,(J)) > d,(B, , L:,(J)) = C-?-” . 
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Comme (n + 1) = em, ti -sm. 11 existe done une constante positive A 
telle que 
dn(sbv~*p(J), l&(J)) 2 A . iz-k’m. 
** Pour k/m < oi + /3 < k. Soit E,,, le sous-espace de L!@(J) engendrt 
par les fonctions qr telles que I, = 0 
Un calcul identique au precedent (cas 01 + /3 < k/m) donne 
et 
En utilisant le theoreme de Krein 
d,(S@tsP(J), L”,(J)) 2 A . n-(‘-(a+B))‘(m-l) 
3gme partie. Demonstration du theoreme pour 01 < 0, ,l3 < 0. 
La majoration est une consequence de 
FpyJ) =-+ mkqJ) =-+ L”(J) 4 L?,(J) 
d&!?@:*‘(J), L?,(J)) d d,(SI@k*P(J), L:,(J)) < d,(StiksD(J), L”(J)). 
Minoration. Soient a = (t ,..., $), Q = &J + a. 
On reprend la demonstration faite dans le cas 01 3 0, /3 3 0, 01 + /3 ( k/m 
en substituant le cube Q au cube J. 
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4dnw partir. Demonstration du theoreme pour Y 1 p -z k/m. p < 0, 
p c - x, et +. ~I- (I/p) F {I, 2 ,.... k:. 
(1) Pour la majoration, I’inegalite (3) est remplacee par 
On a alors 
1, . t'R"ktr".". ~ <l'L 
3 3 3-l 
a"ec ,- = a~ll(/~~(a+a)),j(n-a):(7~-(a-B)) 
3 
La fin de la demonstration est saris changement. 
(2) Pour la minoration, on prend pour E,+1 le sous-espace de L$(J) 
engendre par les fonctions y1 telles que I,,, = 1. 
De l/s < t < 2/s on dtduit 
On termine en utilisant le theoreme de Krein. Le cas p = + GO se traite de la 
meme man&e. 
2. GtWralisation 
Soient a une variete a bord C”, compacte, de dimension m et y une 
fonction de classe Cm(o), positive dans Q, nulle a l’ordre 1 au bord. 
On appelle espace de Sobolev W,“*p(Q) l’espace des (classes de) fonctions 
U: sr! ----f @ telles que y” . D% E Ln(SZ) pour 1 p I < k. C’est un espace de 
Banach pour la norme 
l$~,p(J2) est l’adh Crence de 9(Q) dans Weep et L$(Q) est l’espace des 
(classes de) fonctions U: a + @ telles que v+u E Lp(!EZ?). 
Le theoreme III. 1 est encore valable si on substitue 52 a J. La demonstration 
se fait par cartes locales et partition de l’unitt. 
3. Comportement asymptotique des valeurs propres d’un optfrateur elliptique 
d&&e’rt? 
Nous generalisons ici un resultat de Boutet De Monvel et Grisvard [5]. 
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(a) Soit A un operateur non borne, auto-adjoint, de domaine DA dans 
un espace de Hilbert H. Sur DA on prend la norme du graphe; si l’identite 
DA -L H est compacte, alors le spectre {A,},,, de A est discret et reel, chacune 
des valeurs propres ayant un ordre de multipiicite fini. De plus, il existe une 
base orthonormale {qn}rL>l de H telle que 
v, E DA et AIJI, = h,~, Vn. 
Nous utiliserons le rtsultat connu suivant. 
LEMME 111.3.a. Soit A un opkrateur non borne’, auto-adjoint, de domaine 
DA dans un espace de Hilbert H tel que I’injection DA ---z H soit compacte, 
alors 
d,(SD, , H) = (1 h,,, I2 --‘- l]~l/~ 
Ptant entendu que les J, sont ran&es par ordre de module croissant. 
Mqjoration. Considerons le sous-espace E, de dimension n engendre par 
91 3.S.) yn . Pour tout element u E SDA 
4~ Ed2 = c I(u; p)i)12 < Ml + I L, I”> II u II;, , 
i>n 
wgA d(u, En) < (1 + I A,+1 ;2)-1’2. 
Minoration. Pour tout Clement u du sous-espace E,,, de dimension 
n + 1 engendrt par ?1 ,..., vn+i on a 




II u IIDA e (1 + I L I”)“‘” . II u liE,+, 
(1 + / h,+i 12)-lj2 . SE,,, C SDA . 
D’apres le theoreme de Krein et les proprietts de la nieme Cpaisseur 
d,W, , E) 3 (1 + I L+l 12)F2. 
(b) Soit Q une variCtC a bord Cm, compacte, de dimension m et v une 
fonction de classe Cm(@, positive dans L?, nulle a l’ordre 1 au bord. 
{adi,i=l,...,m etant une matrice de fonctions C”(Q) telles que 
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pour i ~=z I 5;liz1 ,...,, >, E CTTT et a,,; = a,, on considere I’operateur differentiel A 
dtfini par 
II> 
Probl4me variationnel lie’ ri A. On pose H : L”(Q) et V est le complete 
de 5@(Q) pour la norme 
Pour , .)i < & V est l’espace l@~*“(Q). Pour 4 5: 01 < 1 V est l’espace 
W,*“(Q) : l@i,2(Q). Pour -3 < no < 1 A est done un isomorphisme de V 
sur V’ et l’injection de V dans H est compacte. (C’est une consequence du 
theoreme III.1 et de la Sieme propriete des nieme Cpaisseurs.) 
V est le domaine de AlI2 et on a le corollaire suivant du theoreme III.1 
et du lemme 111.2.a. 




Q $hl si -l/2 < 31 < l/m, 
> C(log n/n-2’nz si ct = l/m, 
e n(2(1-a)l/(m-Il si 1 jm < J < 1. 
Remarque. (1) Pour 01 = 4 on retrouve des resultats dus a Baouendi et 
Goulaouic [2]. Notons cependant que l’on n’a pas ici de renseignements 
sur les constantes introduites par le symbole w. 
(2) La liaison entre nieme-epaisseur dans un espace de Hilbert et 
valeurs propres d’un optrateur auto-adjoint positif a ttt faite par 
Kolmogorov [7]. Pour plus de details on peut consulter l’ouvrage de 
Lorentz [l 1, Theorem 9, p. 1461. 
D’autres auteurs l’ont suivi dans cette voie, par exemple Jerome [20]. 
(3) Signalons ennn les travaux recents de Nordin [29] et de Cherif [18] 
sur le comportement asymptotique des valeurs propres d’un operateur 
elliptique degtnere. 
IV. &ME ~PAISSEUR DANS LES ESPACES DE SOBOLEV D’ORDRE NON ENTIER 
I. DEFINITIONS. Soient Sz un ouvert de R”, s un nombre reel positif; 
posons s = k + u oh k E N2 et 0 < u < 1. On appelle espace de Sobolev 
FW”(sZ) l’espace des (classes de) fonctions U: Q * @ telles que 
a N dCsigne I’ensemble des entiers naturels. 
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(1) u E W”~“(sZ), i.e., D&u E Lp(s)) pour I p I < k. 
I D“44 - D%YP dx dy < .+ co 
j x - y p+op pour 1 p I = k. 
C’est un espace de Banach pour la norme 
soit T” le tore A n dimensions. On designe par WP(T”) l’espace des (classes 
de) fonctions U: [w” + C, ptriodiques, de periode 27r par rapport a chacune 
des variables telles que u jR E W”J’(Q) pour tout ouvert borne 9. C’est un 
espace de Banach pour la norme 
Pour (-s) nombre reel negatif W-“*fl(Q) (resp. W-“~P(U~)) est le dual de 
I’adherence I@~p(sZ) de 58(Q) dans Ws-“(Q) (resp. de W”s”(T”)). 
Nous utiliserons la notion d’espace de classe YB introduite par Lions et 
Peetre [lo]. 
Soient A, c+ A c+ A, trois espaces de Banach: 
(1) On dit que A est de classe X, entre A, et A, s’il existe une constante 
positive c telle que l’on ait 
IId <c . I/ a liy * II a II:, pour tout a E A,. 
(2) On dit que A est de classe .Xe entre A, et A, s’il existe une constante 
positive c telle que pour tout t ;> 0 et tout a E A il existe ai E Ai (i = 0, 1) 
tels que 
a = so(t) f al(t) et II %m40 < c . t-O I/ a IL4 ;
II ~&N4, d c . tl-O II a II‘4 *
(3) On dit que A est de classe X0 entre A, et A, s’il est a la fois de 
classe Xe et T, entre A, et A, . 
W@t+(l-@s,p(J) est de classe .X0 entre Ws*p(Jj et W*“(J) si s et t sont de 
meme signe [16, 17, IO]. 
Dans ce chapitre, nous demontrerons le thtoreme. 
TH&OR~~ME IV. 1. Soient J = 10 I[” un pave’ ouvert de R”, s > t deux 
nombres Gels et 1 < p < + GO; ulors 
d,(SW~~(J), W*“(J)) M n-cs-t)lm. 
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2. Isomorphisme entre espaces de Sobolev 
LEMME 1V.2. Soient U”” le tore 13 m dimensions, s et t deux nombres r&els 
de signe guelconque tels que s - t E Z,3p un nombre re’el tel que 1 < p < T ‘x. 
11 existe un isomorphisme I,-, de Ws,r,(F) sur W1,J1(U”‘) qui ne dkpend que 
de la d@?Zrence s - t. 
a. Pour k E N, construction d’un isomorphisme de W”+l*v(Tmn) sur W’YJTnl). 
Pour cela, nous allons travailler sur le pa& II de R.” de c8tt 2rr centrt & 
l’origine et utiliser le thtorgme. 
THBORBME DE MARCINKIEWICZ [12, 13, 241. &tant don&s 1 < p < + co, 
le pave’ II de c&e’ 271 cent& 6 I’origine, pour que l’ope’rateur U dtffini par 
(Ug)(x) = E h(n, ,..., n,) . u~~...~, exp i(n,x, + ... + ~77&,) 
nl,. . . ,nm=--a 
+cc 
g(x) = C u~~...~~ exp +,x1 + ... + 4&J 
ll.l,....?Lm=-cc 
soit un ope’rateur continu de Ll’(fl) duns LY(n) il sufJit que, pour tout multi- 
indice cy. on ait 
w1+1-2 
C 1 h(n, , +20z+l,..., Zf112am+1) - h(n, + 1, *2”2+1,..., &2’m+l 1 < M 
]n,pz”1 
z”“n+l-z 
C j A(&2a1+1 ,..., &2ru9nm1f1, n,) - ,(*2°1+1 ,..., &2’,-l+l, nnz + 1)1 < A4 
I?a,l=z=m 
. . . 
z~<+l-Z 
c I xn1 >..., n,) - Xl?, + 1, n2 ,..., n,> - 
I ;I:‘z+&i 
-. 
. . - X4 , n2 ,..., lhl, n, + 1) + h(n, + 1, n2 + l,..., nm> + ... 
+ (-1)” h(n, + 1, n, + l,..., n, + 1)1 < M. 
De plus, il existe une constante A,,, ne d&pendant que de p et m telle que 
II ull <A,,m*M. 
3 Z dbigne l’anneau des entiers relatifs. 
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On trouve la demonstration de ce theoreme dans le livre de Mihlin [ 131. 
Une condition suffisante, qui implique la precedente, est que h soit la restric- 
tion a Zm d’une fonction @ definie sur W telle que 
/ x Ik j Da@ 1 < M’ pour 0 G: 1 u: 1 = k < m (1) 
ou [ x / designe la norme euclidienne de X. 
Les conditions (1) &ant vtrifiees par les fonctions: 
cj,(x) = (1 + X12 + **a + x,2)-l/2, 
Qk(X) = Xk * (1 + x12 + ..* + xm2)-lla (k = 1, 2 ,..., m). 
On construit l’isomorphisme 




u= c c,~...,, * exp i(n,x, + ... + nmxm), 
nl,...,?zm=--m 
f = +cm dn+, . exp i&c, + ... + n,x,), 
lll*...,nm=-m 
dnl...,, = c,~...,, . (1 -t n12 + ..* + ~,~)l/~. 
Comme 
(a/ax,) Au = A . &/3x7, (k = I,..., m). 
A est un isomorphisme de WkJ(Um) sur Wk-lJ’(Tm) et AL un isomorphisme 
de Wk*P(Um) sur D’(IF). 
b. Pour k E N construction d’un isomorphisme de W-“,p(Tm) sur 
W-“-l,p(U”). A construit precedemment opere continument de 9 dans B. 
On a done 
t*: CP --f LB’. 
Avec 
(Au, v) = (u, tAu). 
Pour u et u appartenant a H1(lP) 
(Au, v) = F (1 + $2 + ... -t T&y u,1...,, 1 5nI...n, 
?ll.....nm=-cc 
+m 
c un,...,, . [(l + n,” + ... + nm‘y’2 v,,..+J 
nl.....nm=-m 
= (u, Au). 
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Comme 9(P) C H1(P) 
‘A l,g,lJ”L) -= A. 
A se prolonge done contintiment de 8’ dans 9’ et son prolongement est tA. 
D’autre part, comme A opere continument de IP+~J(P) sur Weep, 
tA IW-k,P(TmJ qui opere de W-“~~(lP) dans W-“-l~~(Um) et est le prolongement 
de A est continu. 
De la m&me facon, on voit que ‘(A-l) jwek- ~~~~~~~~ opere continument de 
W-7c-1~~(Um) dans Wk~*(Um) et on a 
fA jW-k,n(Tmj est done un isomorphisme de W-k~Y(T”) sur W-k-l~p(UnL). 
En composant les isomorphismes ainsi construits, on obtient un isomor- 
phisme de IWp(P) SW WJ'(U") pourvu que s et t soient entiers. 
En utilisant les proprietes d’interpolation, ces resultats sont Ctendus au 
cas ou s et t ne sont pas entiers pourvu que la difference s - t E H. 
3. n-i2me kpaisseur selon Gelfand [ 151 
Soit A une partie d’un espace vectoriel norme E, on appelle, selon Gelfand, 
nieme epaisseur de A dans E le nombre 
d”(A, E) = inf sup II X!,E 
Ln~2?- %An Ln 
oti 2” dtsigne l’ensemble des sous-espaces vectoriels de co-dimension n 
de E. 
II est immtdiat que la suite d”(A, E) est decroissante. 
LEMME IV .3.1. Soient X C+ Y deux espaces de Banach r@exifs tels que X 
soit dense duns Y; alors X’ (resp. Y’) &ant le dual de X (resp. Y) on a: 
d,(SX, Y) = d”(SY’, X’), 
dn(SX, Y) = d,(SY’, X’). 
Dkmonstration. IPre partie. d’“(SY’, X’) < d,(SX, Y) soit 6, E iR+ tel que 
d,(SX, Y) < 6, . 
11 existe un sous-espace L, de dimension n de Y tel que 
sup l&(x, L,) < 6, . 
XESX 
Demontrons qu’on peut se ramener au cas oti L, C X. 
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Si (7 1 ,-.*, 7,) est une base de L, , on considere 12 vecteurs ([, ,..., 5,) de X 
tels que [I fi - rli ljr < E, (i = I,..., n) et A, le sous-espace vectoriel engendre 
par ces vecteurs. 
dimA,=m <n et A,CX 
soit 6 un nombre reel positif tel que pour tout x E SX il existe ya: E L, et 
11 x - yz !lr < 6, - 19. yz = CztT1 h,(y,) * Q . Considerons 
Sur L, , Cy=, j Ai est une norme Cquivalente a II yz jly . I1 existe done 
une constante positive c telle que 
I/ x - z, II* < @, - 0) + c . E . II y, IIY , 
Ii .yz ily G (6, - 0) + II x lb G (6, - 0) + K. II x lIx ,< (6, - @ + K 
llx--z,I:Y < (6, - e) + c . E - (6, - e + K) 
< 6, pour E convenablement choisi 
ax, A) < 6, v, XESX. 
Considerons l’orthogonal APL de A, dans X’; il est de codimension m < n 
dans X’. 
Pour y’ E SY’ n A” 
I: Y’ ilxf = z-g ICT Y’)~x I = ,“,“spx I+ - zz y Y’)x.x, I 
I+ - z, 2 Y’)x,Y I = I(x - z,z 2 Y’h,uf I < II x - z, Ily . II y’ Ilp < 8, et 
d’z(Sy’, X’) < d’“(SY’, X’) < 6, . 
Zimepartie. d,(SY’, X’) < d”(SX, Y) soit 6, E Rf tel que d”(SX, Y) < 6,. 
11 existe un sous-espace L” de co-dimension II de Y tel que /I x jlr < 6, 
Vx E SX n L”. Soient L, l’orthogonal de L” dans Y’ et h4,, l’orthogonal de 
Ln n X dans X’ * L, est de dimension n dans Y’. Montrons que L, = M,, . 
A4,, est de dimension IZ’ < n dans X’. En effet, soit E,, un supplementaire 
de Ln n X dans X; alors E,, n L” = (0). 
D’autre part, tout Clement y’ de Y’ est un Clement de X’. Si y’ s’annule 
sur L”, elle s’annule a fortiori sur Ln n X, done 
L, c M,, 
dim M,, < dim L, I 
=P L, = M,,. 
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II suffit maintenant de demontrer que, pour tome y’ E Sk”, il existe I$ E L, 
telle que ;I y’ - zk, ~I,f :< 6, ce qui implique d,yf(~~‘, L,) -I 6, . 
Evaluons 
II Y’ I L"nx!Ix' ,,,EsxnL,~ ih-, .Y’::x.x, i sup 
I(% Y’)x,x’ 1 = i(x, ~‘)r,~, 1 :; ~ x l;y . 11 y’ lyf 6; 8, pour tout x E SX n L” 
et 
j: y’ JLnnx lix, < S, . 
D’apres le theoreme de Hahn-Banach, ii existe w$ E X’ telle que 
w;, I L~ITX = J” 1~~n.x et 11 w;f jlX, < 6, . 
Alors 
z;, = y’ - M’j, E L, 
et 
II Y’ - 4, ,Ixf = i/ IV;, llx, -< 8, . 
Remarque. I1 resulte de la demonstration ci-dessus que, dans la definition 
de d”, on a le droit de se limiter aux sous-espaces vectorielsfermks de codimen- 
sion 12. 
LEMME IV.3.2. Soient A,, C+ A C+ A, trois espaces de Banach tels que A 
soit de classe KO entre A,, et A, . II existe alors une constante positive c telle 
w 
et 
d”(SA, , A) < c[d”(SA, Al)]s/(l-e) 
d”(SA, , A) < c[d”(SA, , A,)]O. 
l&e inkgalitd. Soit 6, E R+ tel que d”(SA, A,) < 6, . 
11 existe un sous-espace L” de codimension n de A, tel que 
SUP 
ssSAnLn 
II x IL, < &I 
soit Lm = A n L’” . L” est de codimension m < n dans A. Pour tout 
RESALE L71zona 
done 
z = c;l 11 y II;,” . y E SA n L” 
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d”(SA, ) A) < d”(SA, ) A) < c . fps), 
dySA, ) A) < c . [d”(SA, Al)ps). 
2tme inkgalitt!. Soit 6, E IT!+ tel que dn(SA, , A,) < 8, . 
I1 existe un sous-espace L” de codimension IZ de A, tel que 
L” = Ln n A est de codimension m < n dans A. 
Pour xgSAon L”CSA,n L” 
II x IIA G c . II x lly . II .x llBA1 
et 
dn(SA, , A) < dn”(SA, , A) < c . 6; 
d”(SA, , A) < c * [d”(SA, , A,)ls. 
LEMME IV.3.3. Soient B,, C+ B C-t Bl trois espaces de Banach reflex@ 
tels que: 
(1) B,, (resp. B) soit dense dans B (resp. Bl). 
(2) B soit de classe 37’ entre B, et Bl . 
Alors il existe une constante positive c telle que 
d,(SB, B,) < c[d,(SB, , B)]‘l-s’/s (1) 
et 
dn(SB, 4) < ckWBo , B,F’. (2) 
C’est une conskquence des lemmes IV.3.1 et IV.3.2 par passage au dual 
en tenant compte du fait que, si A, (resp. A) (resp. A,) est le dual de B, 
(resp. B) (resp. B,), A est de type X, , avec 8’ = 1 - 0 [lo]. 
LEMME IV.3.4. Soient E et F deux espaces de Banach tels que EC F et A 
une partie de E alors 
‘h h , dnl+&C F) < 4&, E) . dn2(SE, F). 
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Soit an1 E W tel que dnl(A, E) < 6,1 . 11 existe un sow-espace JL,,~ de 
dimension n, de E tel que pour tout x E A il existe yz E Lnl et ,’ x -- yz & < 6,1 
De m&me, si aR2 E R + est tel que &&SE, F) < S,* il existe un sous-espace 
L,* de dimension n2 de F et un Clement z E LTcz tels que 
soit 
L nl+nl = Lnl + Lnz est un sous-espace vectoriel de F de dimension au plus 
~1~ + n2 tel que pour tout x E A il existe un Clement yr + S,* z E L,I,nT qui 
verifie 
II x - (vcc + hLIZ)llF < &a1 . %I2 
ce qui implique 
d nl+n,(4 F) < d&f, El . d&=, F:). 
4. Dkmonstration du thkortme IV.l. 
a. Majoration. Pours E N et t = 0 c’est un cas particulier du theoreme 5.1 
de Birman et Solomjak [3]. 
d,(SWk*p(J), L”(J)) < c . n-L/m. 
On passe facilement au tore U” 
d,(SWli,v(Um), LP(T~)) < c . II-L/~ 
et a l’aide du lemme IV.2 a s E Z et t E Z 
On revient au cube J en utilisant un optrateur de prolongement simultane 
6: Wss”(J) --f W=‘(V). 
Pour s et t rdel positifs. * Soit k un entier positif superieur a t . Wk.“(J) 
est de classe X-0 entre W”+l*P(J) et Wtsp(J) avec k = t9t + (1 - B)(k + 1). 
D’aprts l’intgalite (1) du lemme IV.3.3 
d,(SWKs”(J), Wt.“(J)) < c . [d,(SW”+l.qJ), Wlc.~(J))]“-@‘” 
< c. ,.-Cl--B)/mB = c. n-(k-t)/m 
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** Soit k un entier positif suptrieur a s . Wsr”(J) est de classe X0 
entre Wk,p(J) et Wt*p(J) avec s = & + (1 - 0)k. D’apres l’inegalite (2) du 
lemme IV.3.3 
d,&Sw”g~(J), Wts”(J)) < c . [d,(S WQ(J), Wt,“(J)]l-@ 
< c . n-((k-tHl-e))lm = c 1 n-(s-t)/m 
Pour s et t &eels. 11 existe k E N tel que s -t k et t + k soient positifs. 
D’apres le lemme IV.2 il existe un isomorphisme Ik de W”*p(U”) (resp. 
Wt.p(T”)) sur Ws+R.l)(Unz) (resp. Wf+ksv(Um)). 
On a done 
et 
d,(SWqrm), WQJ(P)) < c * n-(s-t)lm. 
On revient au cube J en utilisant un operateur de prolongement simultane 
w: W”*p(J) 4 WSsQ(Tm). 
b. Minorution. Pour s E IL! et t = 0 c’est un cas particulier du thee- 
reme 111.1. Dans la minoration on a en fait aussi dtmontre que 
d,(SWk.P(J), Lp(J)) > c . n-k/m. 
Le lemme IV.2 nous permet de passer a s et t entiers positifs. 
Pour s et t Gels posit@. * Pour tout entier k < s, il existe un entier h 
tel que 
W”+h,p(J) 4 W”*p(J) C-+ H=P(J). 
D’apres le lemme IV.3.4 
c’ . n-hlm < c&(SW”+~*P(J), W’“*“(J)) 
< d,(SWk+hsP(J), WS*p(J))x d,(SWS*“(J), W’;,“(J)) 
c’ . n-h/m < c”n-(k+h-s)lm &(,‘$Ws*P(J), Wk*“(J)) 
et 
d,(SWS*“(J), Wk.*(J)) > c 1 TZ-(~-~)~~. 
* Soit k un entier strictement inferieur a t 
ws,~(~) c.+ Wt.“(J) 4 wkTJ>. 
290 AMAR EL KOLLI 
D’apres le lemme lV.3.4 
(y . n-(s-k):?!z < c/&S WyJ), rvc, ‘i(J)) 
., d,(Sw”J(J), W”.“(J))X d,(SW’~“(J), WAqJ)) 
et 
Le lemme IV.2 nous permet de passer a s et t reels de signe quelconque. 
5. G.MraZisations. (a) Le thtoreme IV.1 est encore valable si on rem- 
place J par D, 0 &ant une variete a bord C”, compacte, de dimension wz. 
La demonstration se fait par cartes locales et partition de l’unite. 
(b) On appelle operateur de s-prolongement relatif a un ouvert 8 de 
IF!” et a p, un operateur G (s’il existe) lineaire et continu de F+D(Q) dans 
W”(W) tel que p 0 CT, = idwS,v(n) ou p est l’optrateur restriction. 
On dit qu’un ouvert !S de IR”’ a la propriM de prolongement simultant 
s’il existe un optrateur de prolongement ~3 independant de s et p [I, 8, 141. 
Le theoreme IV.1 est encore valable si on remplace J par Q ouvert borne 
de W ayant la propriete de prolongement simultane. Pour la minoration 
il n’y a rien a changer a la demonstration car, Q Ctant borne, on peut se 
ramener au cas ou JC 8. Pour la majoration on passe de J a Sz en utilisant 
l’operateur U. 
V. ESPACIS AVEC DEUX POIDS 
Notations. J = 10, I [ x IO, l[; I .c< p < +a; p, 01~ et N~ reels. 
E al,a* = (24; xa%lg’ E L’(J), ya2u7,’ E L”(J); u Ia., = 0}, 
E a,n = Em 2 
II u IIEzl,az = (II u II&) t II .a+ . Urn’ II&) t- II f2 . 4 /lfD(J)YD~ 
L;,,(J) = (u; x% E L”(J)}, 
L&(J) = {u; y% E L*(J)}. 
LEMME V.I. Pour 1 <p < +a, a: + l/p f 1 
E, Cd L&(J) et & c+ G’,,-l(J). 
Demonstration identique B celle du lemme III.1 en utilisant I’intgalite 
de Hardy. 
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PROPOSITION V. 1. Pour 1 < p < + co, aI et 01~ E [0, $[, 
Minoration. 
d,(SE,,,,, , P(J)) s=z n-lj2. 
et 
et il suffit de majorer d,(SE, , L?(J)). 
(1) Sur IO, S[ x IO, I[ et 16, I[ x IO, 6[ on approche u par 0. Si 
a + l/p # 1 de E, C+ L,P_,,,(J) C+ L*(J) 
on dtduit par changement de variable 
de E, C-t L&-,(J) C-+ L*(J) on dkduit par changement de variable 
s s ’ dx o’ / u(x, y)l” dy < ~“8”-“~ I] u II& (2) s 
si 01 + I/p = 1, il existe 01’ tel que 01 < CX’ < 4 et 01’ + I/p # 1. Du fait que 
E, C-t E,, on dtduit 
(1’) 
1 s s 6 dx os I u(x, y)l” dy < cW’-““’ 11 u I]& . 
Pour E > 0 donnt on prend 
6 = (c-l+/h4 si cy + l/p # 1, 
jj = (C-l~)l/(l--a') si cr + I/p = 1. 
(2’) 
On approche ainsi u & E p&s sur chaque pavt IO, S[ x IO, I[ et ]S I[ x IO, S[. 
640/10/3-7 
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(2) On partage maintenant IS, I [ X. 16. I[ en cubes d. Sur chaque 
cube d on approche II par sa moyenne 
On obtient les cubes d de la man&e suivante: 
On divise IS, l[ par des points t, = at, ,..., t,& >, 1. Chacune des deux 
bandes de largeur (tI - t,) est subdiviste en cubes de cot6 (tI - r,,) et d’une 
man&e gentrale celles de largeur (rj ~ tj-1) en cubes de c6tC 1, = rj - tieI . 
On determine lj de man&e a avoir 
I / u(x, y)- P,u lPdx dy f EP A s A wa I %‘(X, Y>l” + Ypa I %‘(X, Y)lP)dX dY. 
Alors si on appelle 8 la subdivision de J obtenue et P,- l’operateur qui, a U, 
fait correspondre 0 pour x < 6 ou y < 6 et Pdu pour (x, y) E d 
soit 
De’termination de lj . D’apres l’intgalite de Poincare 
s I u(x, y) - P,u IP dx dy A 
\c < . (ti - t~-d" j, (I ue'(x, YP + I u,'(x> y)lp) dx dy. 
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Comme sur A, x > tjpl et y > tjel 
-< c (fj - ti-1)” \ tl”p 3-l sA (xpa I u,‘(x, y)l p -k ypa I %‘(x, y)l”) dx dy 
La dttermination de Zj a ttC faite au tours de la dkmonstration du thCo- 
r&me III. 1. On trouve 
lj m El/(l-u) 'o/U-a) J 9 tj R3 E l/(1-& '1/(1-a) J 
et h = E-I pour h tel que the1 < 1 < th . 
fivaluons le nombre n de pavCs de la subdivision de J. 
n=i2 
9 3 
+ 212 - 1 < 2 . i l?:’ + 2h - 1 
I=1 j=l 
2 -f IJ:’ + h + 3 a cc2. 
j=l 
I1 existe une constante positive c telle que E < c * n-l/* et 
d,(SE, , D(J)) < c . n-1/2. 
Dans le cas oti p = + 00 la dkmonstration se fait de la meme man&e. 
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